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Zadatak 2. Matematičkom indukcijom dokaži da za sve n ∈ N vrijedi:

1) 2 + 7 + 15 + . . . + 1
2n(3n + 1) = 1

2n(n + 1)2 ;

2) −1+3−5+ . . .+(−1)n(2n−1) = (−1)n · n ;

3) 3 + 6 + 12 + . . . + 3 · 2n−1 = 3(2n − 1) ;

4) 2+16+56+ . . . +(3n−2)·2n = 10+(3n−5)·2n+1 .

Rješenje. 1) Dokazujemo indukcijom:

2 + 7 + 15 + . . . +
1
2

n(3n + 1) =
1
2

n(n + 1)2.

Baza. n = 1 :

2 =
1
2
· 1 · (1 + 1)2.

Pretpostavka. Za n = k vrijedi:

2 + 7 + 15 + . . . +
1
2

k(3k + 1) =
1
2

k(k + 1)2.

Korak. Računamo lijevu stranu za n = k + 1 i koristimo pretpostavku induk-
cije:

2 + 7 + 15 + . . . +
1
2

k(3k + 1) +
1
2
(k + 1)[3(k + 1) + 1]

=
1
2

k(k + 1)2 +
1
2
(k + 1)[3(k + 1) + 1]

=
1
2
(k + 1)

[
k(k + 1) + 3(k + 1) + 1

]
=

1
2
(k + 1)

[
k2 + k + 3k + 3 + 1

]
=

1
2
(k + 1)

[
k2 + 4k + 4

]
=

1
2
(k + 1)(k + 2)2

=
1
2
(k + 1)[(k + 1) + 1]2.

Tvrdnja je dokazana.
2) Dokazujemo indukcijom:

−1 + 3 − 5 + . . . + (−1)n(2n − 1) = (−1)n · n.

Baza. n = 1 :

−1 = (−1)1 · 1.

Pretpostavka. Za n = k vrijedi:

−1 + 3 − 5 + . . . + (−1)k(2k − 1) = (−1)k · k.
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Korak. Računamo lijevu stranu za n = k + 1 i koristimo pretpostavku induk-
cije:

−1 + 3 − 5 + . . . + (−1)k(2k − 1) + (−1)k+1[2(k + 1) − 1]

= (−1)k · k + (−1)k+1[2(k + 1) − 1]

= (−1)k · k + (−1)k+1(2k + 1)

= (−1)k[k − (2k + 1)]

= (−1)k[−k − 1]

= −(−1)k[k + 1]

= (−1)k+1(k + 1).

Tvrdnja je dokazana.
3) Dokazujemo indukcijom:

3 + 6 + 12 + . . . + 3 · 2n−1 = 3(2n − 1).

Baza. n = 1 :

3 = 3(21 − 1).

Pretpostavka. Za n = k vrijedi:

3 + 6 + 12 + . . . + 3 · 2k−1 = 3(2k − 1).

Korak. Računamo lijevu stranu za n = k + 1 i koristimo pretpostavku induk-
cije:

3 + 6 + 12 + . . . + 3 · 2k−1 + 3 · 2k = 3(2k − 1) + 3 · 2k

= 3 · 2k − 3 + 3 · 2k

= 6 · 2k − 3

= 3 · 2k+1 − 3

= 3(2k+1 − 1).

Tvrdnja je dokazana.
4) Dokazujemo indukcijom:

2 + 16 + 56 + . . . + (3n − 2) · 2n = 10 + (3n − 5) · 2n+1.

Baza. n = 1 :

2 = 10 + (3 · 1 − 5) · 21+1.

Pretpostavka. Za n = k vrijedi:

2 + 16 + 56 + . . . + (3k − 2) · 2k = 10 + (3k − 5) · 2k+1.
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Korak. Računamo lijevu stranu za n = k + 1 i koristimo pretpostavku induk-
cije:

2 + 16 + 56 + . . . + (3k − 2) · 2k + [3(k + 1) − 2] · 2k+1

= 10 + (3k − 5) · 2k+1 + [3(k + 1) − 2] · 2k+1

= 10 + (3k − 5) · 2k+1 + [3k + 1] · 2k+1

= 10 + 2k+1[3k − 5 + 3k + 1]

= 10 + 2k+1[6k − 4]

= 10 + 2k+2[3k − 2]

= 10 + [3(k + 1) − 5] · 2(k+1)+1.

Tvrdnja je dokazana.
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