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Zadatak 2. Grafički prikaži sljedeće funkcije:

1) f (x) = (x − 1)2(x + 2)2 ;

2) f (x) = (x − 1)2(x + 1)2 ;

3) f (x) = 3x4 − 4x3 + 1 ;

4) f (x) = x(x + 1)(x − 1)(x − 2) ;

5) f (x) = x4 + x ;

6) f (x) = x4 − 4x2 .

Rješenje. 1) f (x) = (x − 1)2(x + 2)2 ,

Df =R =⇒ nema vertikalnih asimptota

lim
x→±∞ f (x) = +∞ =⇒ nema horizontalnih asimptota

lim
x→±∞

f (x)
x

= ±∞ =⇒ nema kosih asimptota

f (x) =0 =⇒ x1,2 = 1, x3,4 = −2

f (x) �0, ∀x ∈ R

f ′(x) =2(x − 1)(x + 2)2 + 2(x − 1)2(x + 2) = 2(x − 1)(x + 2)(x + 2 + x − 1)
=2(x − 1)(x + 2)(2x + 1)

f ′(x) =0 =⇒ x1 = 1, x2 = −2, x3 = −1
2
, f (x3) =

81
16

x 〈−∞,−2〉
〈
−2,−1

2

〉 〈
−1

2
, 1
〉

〈 1, +∞〉
f ′(x) − + − +

f ′′(x) =2{[(x − 1) + (x + 2)](2x + 1) + (x − 1)(x + 2) · 2}
=2{(2x + 1)2 + 2(x2 + x − 2)}
=2{4x2 + 4x + 1 + 2x2 + 2x − 4} = 2(6x2 + 6x − 3)

f ′′(x) =6(2x2 + 2x − 1)

f ′′(1) >0, f ′′(−2) > 0, f ′′
(
−1

2

)
< 0

f ′′(x) =0 =⇒ 2x2 + 2x − 1 = 0

x1,2 =
−2 ±√

4 + 8
4

=
−2 ± 2

√
3

4
=

−1 ±√
3

2

f
(−1 −√

3
2

)
=
(−3 −√

3
2

)2(3 −√
3

2

)2
=
(3

4
− 9

4

)2
=
(
−3

2

)2
=

9
4

f
(−1 +

√
3

2

)
=
(−3 +

√
3

2

)2(3 +
√

3
2

)2
=
(3

4
− 9

4

)2
=
(
−3

2

)2
=

9
4
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x 〈−∞,−2〉 −2 〈−2, −1−√
3

2 〉 −1−√
3

2 〈 −1−√
3

2 ,− 1
2 〉 − 1

2

f (x) + 0 + 9
4 + 81

16

f ′(x) − 0 + + + 0
f ′′(x) + + + 0 − −

poz. sil
konv.

nultočka
i min.

poz. uzl.
konv. infl.

pozit.
uzl. konk. max

x 〈− 1
2 , −1+

√
3

2 〉 −1+
√

3
2 〈 −1+

√
3

2 , 1〉 1 〈 1,+∞〉
f (x) + 9

4 + 0 +

f ′(x) − − − 0 +
f ′′(x) − 0 + + +

pozit.
sil. konk. infl.

pozit.
sil. konv.

nultočka
i min.

poz. uzl.
konv

y

1-2
x

- �

�

1

2

81

16

2) f (x) = (x − 1)2(x + 1)2 ,

Df =R, nema asimptota

x1, x2 = − 1 nultočka

f (x) �0, ∀x ∈ R

f (x) =(x2 − 1)2 = x4 − 2x2 + 1

f ′(x) =4x3 − 4x = 4x(x2 − 1)

f ′(x) =0 =⇒ x1 = 0, x2 = −1, x3 = 1, f (0) = 1

f ′′(x) =12x2 − 4 = 4(3x2 − 1) = 4(x
√

3 − 1)(x
√

3 + 1)

f ′′(0) <0, f ′′(−1) = f ′′(1) > 0

f ′′(x) =0 =⇒ x1,2 = ±
√

3
3

f
(√3

3

)
=f
(
−
√

3
3

)
=

4
9

x 〈−∞,−1〉 −1 〈−1,−
√

3
3 〉 −

√
3

3 〈−
√

3
3 , 0〉 0

f (x) + 0 + 4
9 + 1

f ′(x) − 0 + + + 0
f ′′(x) + + + 0 − −

pozit.
sil. konv.

nultočka
i min

pozit.
uzl. konv.

infl. pozit.
uzl. konk.

max
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x 〈 0,
√

3
3 〉

√
3

3 〈
√

3
3 , 1〉 1 〈 1, +∞〉

f (x) + 4
9 + 0 +

f ′(x) − − − 0 +
f ′′(x) − + + +

pozit.
sil. konk. infl.

pozit.
sil. konv.

nultočka
i min.

pozit.
uzl. konv.

1

-1 1

y

x

3) f (x) = 3x4 − 4x3 + 1 ,

Df =R, nema asimptota

3x4−4x3 + 1 = 0 ⇐⇒ (x − 1)2

D<0︷ ︸︸ ︷
(3x2 + 2x + 1) = 0 =⇒ x1,2 = 1

3 −4 0 0 1
1 3 −1 −1 −1 0
1 3 2 1 0
1 3 5 6

f ′(x) =12x3 − 12x2 = 12x2(x − 1)

f ′(x) =0 =⇒ x1,2 = 0, x3 = 1, f (0) = 1

f ′′(x) =36x2 − 24x = 12x(3x − 2)

f ′′(0) =0, f ′′(1) > 0

f ′′(x) =0 =⇒ x1 = 0, x2 =
2
3
, f

(2
3

)
=

11
27

Kako odrediti karakter točke (0, 1) :
I. način

f ′(0 − δ) <0, f ′(0 + δ) < 0, δ malo =⇒ nije ekstrem

f ′′(0 − δ) >0, f ′′(0 + δ) < 0, δ malo =⇒ infleksija

II. način

f ′′′(x) = 72x − 24, f ′′′(0) �= 0 =⇒ n = 3 infleksija

Definicija. Neka je f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) �=
0 . Tada n = 2k =⇒ ekstrem n = 2k + 1 =⇒ infleksija

1108
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x 〈−∞, 0〉 0
〈

0,
2
3

〉 2
3

〈2
3
, 1
〉

1 〈 1 + ∞〉

f (x) + 1 +
11
27

+ 0 +

f ′(x) − 0 − − − 0 +
f ′′(x) + 0 − 0 + + +

pozit.
silaz.
konv. infl.

pozit.
silaz.
konk. infl.

pozit.
silaz.
konv.

nul-
točka
i min.

pozit.
uzlaz.
konv.

1

1

y

x

4) f (x) = x(x + 1)(x − 1)(x − 2) = x4 − 2x3 − x2 + 2x ,

Df =R

lim
x→±∞ f (x) = + ∞ =⇒ nema asimptota

lim
x→±∞

f (x)
x

= ±∞ =⇒ nema asimptota

x1 =0, x2 = −1, x3 = 1, x4 = 2 =⇒ nultočke

(2x3 −3x2 −x + 1) :
(

x − 1
2

)
= 2x2 − 2x − 2

−2x3 ±x2

−2x2 −x + 1
±2x2 ∓x

−2x + 1
±2x ∓ 1

0

f ′(x) =4x3 − 6x2 − 2x + 2

f ′(x) =0 = 2x3 − 3x2 − x + 1 = 0

2
(

x − 1
2

)
(x2 − x − 1) = 0

x1 =
1
2
, f

(1
2

)
=

15
16

x2,3 =
1 ±√

1 + 4
2

=
1 ±√

5
2

, f (x2,3) ≈ −1
2

f ′′(x) =12x2 − 12x − 2 = 2(6x2 − 6x − 1)
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f ′′(x) =0 =⇒ x1,2 =
3 ±√

15
6

f ′′
(1

2

)
<0, f ′′

(1 ±√
5

2

)
> 0

x 〈−∞,−1〉 −1 〈−1, 1−√
5

2 〉 1−√
5

2 〈 1−√
5

2 , 3−√
15

6 〉 3−√
15

6

f (x) + 0 − − − −
f ′(x) − − − 0 + +
f ′′(x) + + + + + 0

poz. sil.
konv.

nul-
točka

neg. sil.
konv. min

neg. uzl.
konv. infl.

x 〈 3−√
15

6 , 0〉 0 〈 0, 1
2 〉 1

2 〈 1
2 , 1〉 1 〈 1, 3+

√
15

6 〉
f (x) − 0 + 15

16 + 0 −
f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) − − − − − − −

neg. uzl.
konk.

nul-
točka.

poz. uzl.
konk.

max poz. sil.
konk.

nul-
točka

neg. sil.
konk.

x 3+
√

15
6 〈 3+

√
15

6 , 1+
√

5
2 〉 1+

√
5

2 〈 1+
√

5
2 , 2〉 2 〈 2,+∞〉

f (x) − − − − 0 +
f ′(x) − − 0 + + +
f ′′(x) 0 + + + + +

infl.
neg. sil.

konv. min
neg. uzl.

konv.
nul-
točka

poz. uzl.
konv.

y

x-1 1 2

5) f (x) = x4 + x ,

Df = R, lim
x→±∞ f (x) = +∞, lim

x→±∞
f (x)

x
= ±∞ =⇒ nema asimptota

x4 + x = 0 =⇒ x(x3 + 1) = 0 =⇒ x1 = 0, x2 = −1 – nultočke

x 〈−∞,−1〉 〈−1, 0〉 〈 0, +∞〉
f (x) + − +

f ′(x) =4x3 + 1

4x3 + 1 =0 =⇒ x3 = −1
4

=⇒ x = 3
√
−1

4
= − 1

3√4
≈ −0.63
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x
〈
−∞, 3

√
−1

4

〉 〈
3
√
−1

4
, +∞

〉
f ′(x) − +

f ′′′(x) =12x2 � 0, ∀x ∈ R

f ′′
(

3
√
−1

4

)
>0 =⇒ min

f ′′(x) =0 =⇒ x = 0

6) f (x) = x4 − 4x2 ,

Df = R, lim
x→±∞ f (x) = ∞, lim

x→±∞
f (x)

x
= ∞ =⇒ nema asimptota

x4 − 4x2 = x2(x − 2)(x + 2) =⇒ x1 = −2, x2 = 0, x3 = 2 – nultočke

x 〈−∞,−2〉 〈−2, 0〉 〈 0, 2〉 〈 2, +∞〉
f (x) + − − +

f ′(x) =4x3 − 8x

f ′(x) =0 =⇒ 4x3 − 8x = 0 =⇒ 4x(x −
√

2)(x +
√

2) = 0

=⇒ x = 0, x1 =
√

2, x = −
√

2

x 〈−∞,−√
2〉 〈−√

2, 0〉 〈 0,
√

2〉 〈√2, +∞〉
f ′(x) − + − +

f ′′(x) =12x2 − 8

f ′′(0) = − 8 < 0, f (0) = 0 =⇒ (0, 0) max

f ′′(
√

2) =16 > 0, f (
√

2) = −4 =⇒ (
√

2,−4) min

f ′′(−
√

2) =16 > 0, f (−
√

2) = −4 =⇒ (−
√

2,−4) min

12x2 − 8 =0 =⇒ x2 =
2
3

=⇒ x ±
√

2
3
≈ x ± 0.8 – infleksija
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